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РАЗВИТИЕ ИНЖЕНЕРНЫХ МЕТОДОВ РАСЧЕТА  

ЭНЕРГОСИЛОВЫХ ПАРАМЕТРОВ ПРОЦЕССА ГОРЯЧЕЙ СИММЕТРИЧНОЙ 
ПРОКАТКИ ОТНОСИТЕЛЬНО ТОНКИХ ПОЛОС  

 
Дальнейшее развитие технологий листопрокатного производства неразрывно связано 

с необходимостью расширения и уточнения соответствующих методов их расчета. Отмечен-
ное в полной мере касается и наименее трудоемких инженерных математических моделей, 
достаточно широко используемых для предварительного анализа, а также в качестве матема-
тического обеспечения различного рода быстродействующих систем автоматизированного 
проектирования и автоматического регулирования [1]. 

В настоящее время одной из наиболее широко используемых применительно к расче-
ту энергосиловых параметров процессов прокатки относительно тонких полос, характеризу-
ющихся наличием соотношения общей протяженности очага деформации L и средней тол-
щины hcp в диапазоне L / hcp > 3, является методика А. И. Целикова, предполагающая опре-
деление текущих по длине зон отставания рхот и опережения рхоп значений нормальных кон-
тактных напряжений как [1, 2]: 

 

 ];1)/)(1)[(/2( 00  f
xffсхот hhКр
  (1) 

 

 ],1)/)(1)[(/2( 11  fhhКр xffсхоп
  (2) 

 
где 2Кс – среднеинтегральное по длине и высоте очага деформации удвоенное значе-

ние сопротивления сдвигу прокатываемого металла, определяемое в зависимости от степени, 
скорости и температуры деформации [3]; 

hfLf  /2  – коэффициент, характеризующий влияние граничных условий в очаге 

деформации; 
f – коэффициент, характеризующий согласно закону Амонтона-Кулона [1, 2, 4] вели-

чину касательных контактных напряжений х  в зависимости от соответствующих значений 

нормальных контактных напряжений рх как fрхх  ; 

h0, h1, 10 hhh   – исходное и конечное значения толщины, а также величина абсо-

лютного обжатия прокатываемой полосы; 

cc KK 2/1,2/1 1100    – коэффициенты, характеризующие влияние напря-

жений заднего 0  и переднего 1 натяжений. 

Относительная простота аналитических зависимостей (1) и (2), графическая интер-
претация которых представлена на рис. 1, предопределила возможность достаточно широко-
го использования полученных на их основе методов расчета интегральных показателей энер-
госиловых параметров, особенно при холодной прокатке. В то же время использование дан-
ных решений применительно к условиям реализации процесса горячей прокатки относитель-
но тонких полос, характеризующихся повышенными уровнями коэффициентов внешнего 
контактного трения f, является весьма проблематичным. В частности, общеизвестным явля-
ется положение о том, что касательные контактные напряжения в очаге деформации 
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fрхх   не должны превышать соответствующие значения сопротивления сдвигу прокаты-

ваемого металла, то есть сх К  [4]. Исходя из изложенного выше для текущих значений 

коэффициента напряженного состояния cх K2/рn
х
 , можно записать ,сх Кfp   откуда: 

 

 ).2/(12/ fnKр
хcх    (3) 

 

 

Рис. 1. Расчетные согласно уравнениям (1) и (2) [1, 2] распределения текущих по длине 
очага деформации значений коэффициента напряженного состояния металла 

х
n  при горячей 

симметричной прокатке относительно тонких полос ( 0,30 h  мм; 1,21 h  мм; 350R  мм; 

1 – 4,0f ; 2 – 3,0f ; 3 – 2,0f ) 
 
Из анализа представленных расчетных распределений (см. рис. 1) следует, что при 

использовании закона Амонтона-Кулона условие (3) не выполняется на значительном участ-
ке очага деформации, при этом с увеличением коэффициента трения f и геометрического со-
отношения L / hcp  относительная протяженность данного участка возрастает, что свидетель-
ствует о предпочтительности применения в этом случае закона Зибеля в виде  сх К2  [4]. 

К завышению результатов расчета процессов горячей прокатки приводит  и использование 
инженерного варианта условия пластичности [1, 2], пренебрегающего влиянием касательных 
компонент девиатора напряжений .ху  

Целью работы является уточнение граничных условий и инженерных методов расчета 
энергосиловых параметров при горячей симметричной прокатке относительно тонких полос. 

Осуществив по аналогии с методиками работ [1, 2] разбиение интегрального очага 
деформации (рис. 2, а) на зону отставания и зону опережения протяженностями, соответ-
ственно Lот и Lоп, рассмотрим условие статического равновесия выделенного в рамках зоны 
отставания элементарного объема металла (рис. 2, б) при проектировании всех действующих 
сил на горизонтальную ось Х: 

 
 ,0cos/cos2cos/sinр2))(( хот  xxxxxxxххxх dxdxdhhdh   (4) 

 
где хххр  ,,  – текущие значения нормальных контактных, нормальных осевых и ка-

сательных контактных напряжений, при этом за положительные значения х  приняты 

напряжения сжатия, а х  – напряжения векторно сонаправленные с перемещением прокаты-

ваемого металла; 
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xхh ,  – текущие значения толщины прокатываемой полосы и углов контакта, коли-

чественные оценки которых при аппроксимации контактных дуг хордами равны 
Lhxhhх /1   и )./5,0( Lharctgx   

 

 
а 

  
б в 

Рис. 2. Расчетные схемы интегрального очага деформации (а), а также выделенных 
в зоне отставания (б) и в зоне опережения (в) элементарных объемов металла применительно 
к инженерному математическому моделированию энергосиловых параметров процесса 
горячей симметричной прокатки относительно тонких полос 
 

Приняв во внимание рекомендуемый закон внешнего контактного трения  сх К2  

и пренебрегая бесконечными малыми второго порядка ,0xхdhd  а также с учетом очевид-

ных чисто геометрических соотношений xxx dhdxtqdx   2cos/sin2  и )2/( tqdhdx x , 

дифференциальное уравнение (4) может быть представлено в виде: 
 

 ,0)2/(22рхот   tqdhKdhhddh xcxxхxх  (5) 

 
где   – коэффициенты пластического трения, значения которых приняты постоян-

ными по всей длине очага деформации. 
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Исходя из полной формы записи условия пластичности [4]: 
 

 ,44)( 222
схухх Kр    (6) 

 
и учитывая результаты двухмерного анализа напряженного состояния металла [3, 5], 

согласно которым касательные компоненты девиатора напряжений ху  по высоте сечений 

очага деформации изменяются по закону близкому к линейному, а их среднеинтегральная 
оценка соответствует выражению вида: 

 

 ,2/22/  сххус К  (7) 

 
величина нормальных осевых напряжений х  может быть определена как: 

 

,2124444 222222
kсхотсхотссхотхусхотх аКрКрККрКр    (8) 

 

где 21 kа  – вспомогательная переменная, используемая для упрощения формы 

записи. 
С учетом подстановки зависимости (8) в условие (5), получим следующее дифферен-

циальное уравнение: 
 

 ,022  xμсxхотxkс dhδКhdрdhаК  (9) 

 
где hL  /2  – еще одна вспомогательная переменная, характеризующая по ана-

логии с f  уравнений (1) и (2) влияние граничных условий в очаге деформации процесса 

горячей прокатки. 
Преобразовав уравнение (9) к виду: 
 

 ,dр)/h)(dhδ(аК хотxxμkс 2  (10) 

 
в результате интегрирования получим: 
 

 ,Cрh)δ(аК отхотxμkс  ln2  (11) 

 
где отC  – постоянная интегрирования, определяемая для зоны отставания исходя из 

известных значений нормальных контактных напряжений в сечении на входе в очаг дефор-
мации 02

0
σaKр kcхот hxh




 (см. рис. 2, а): 

 
 .2ln)(2 00от   kсkс аКhаКC  (12) 

 
Подставив (12) в уравнение (11) в окончательном виде по отношению к текущим по 

длине зоны отставания значениям нормальных контактных напряжений хотр , получим: 

 
 .2)/ln()(2р 00хот   kсxkс аКhhаК  (13) 
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Аналогично и применительно к зоне опережения очага деформации (см. рис. 2, а, в): 
 

 ,dxτdxtqαр)dh)(hdσσ(hσ xxхопxxххxх 022   (14) 

 
откуда в полном соответствии с решениями (5)–(11) имеем: 
 

 ,Cрh)δ(аК опхопxμkс  ln2  (15) 

 
где Соп – постоянная интегрирования, определяемая для зоны опережения, исходя из 

известных значений нормальных контактных напряжений в сечении на выходе из очага де-
формации 12

1
σaKр kcхоп hxh




 (см. рис. 2, а): 

 .2ln)(2 11оп   kсkс аКhаКC  (16) 

 
Обобщив выражения (15) и (16) в окончательном виде по отношению к зоне опереже-

ния, получим: 
 

 .2)/ln()(2р 11хоп   kсхkс аКhhаК  (17) 

 
Исходя из условия равенства нормальных контактных напряжений для зоны отстава-

ния и зоны опережения в нейтральном сечении очага деформации 
нhxhнhxh хопхот

рр


  за-

пишем: 
 

 1100 2)/ln()(22)/ln()(2    kснkсkснkс аКhhаКаКhhаК , (18) 

 
откуда толщина полосы в данном сечении hн и протяженность зоны опережения Lоп 

(см. рис. 2, а) могут быть определены как: 
 

  )}2/(]2/2/)/ln()ln(exp{[ 01100   cckнн KKhhahhh  

 )}2/()2/2/)/ln(exp{ 010110  cck KKhhahh  ; (19) 

 
 ./)(L 1 hLhhноп   (20) 

 
В результате интегрирования расчетных согласно (13) и (17) распределений нормаль-

ных контактных напряжений хотр , хопр  по длине всего очага деформации: 

 

 ],dxрdxр/L)[(n
L

L
хоn

L

хопσ
оп

оп

 
0

1  (21) 

 
может быть определена и среднеинтегральная оценка коэффициента напряженного 

состояния металла ссσ К/рn 2 , знание которой необходимо для расчета среднеинтеграль-

ного значения нормальных контактных напряжений рс и величины силы прокатки 
BL:pВLnКР cσс  2  
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  



опоп L

c
k

L

k dx
K

adx
h

Lhxh
a

L
n

0

1

0 1

1 )
2

()]
/

ln()[({
1   

  



L

L c
k

L

L
k

опоп

dx
K

adx
h

Lhxh
a },)

2
()]

/
ln()[( 0

0

1   (22) 

 
откуда с учетом замены переменных ,/)/( 111 UhLhxh  ,/)/( 201 UhLhxh   пре-

делов интегрирования и собственно самого интегрирования с последующими математиче-
скими преобразованиями в окончательном виде имеем: 

 

 


  оп
c

k

hh

k L
K

adUUa
h

Lh

L
n

н

)
2

(]ln)[({
1 1

/

1
11

1
1   

 


  )()
2

(]ln)[(
1

/

0
22

0

0

оп
hh c

kk LL
K

adUUa
h

Lh

н

  

 










 ))(
2

()](ln)[( 111

1 h

hh

K
a

h

hh

h

h

h

h
a н

c
k

ннн
k

  

 ).)(
2

(]ln)[( 0000

h

hh

K
a

h

h

h

h

h

hh
a н

c
k

н

нн
k 











  (23) 

 
Величина суммарного момента прокатки, учитывая противонаправленность касатель-

ных контактных напряжений х  в зонах отставания и опережения (см. рис. 2) в этом случае 

соответствует: 
 

 ],/)(21[22)2(22 1 hhhRBLКLLRBКМ нсопс    (24) 

 
где R и В – радиус рабочих валков и ширина прокатываемой полосы. 
В целом представленные зависимости в сочетании с расчетом среднеинтегрального 

значения удвоенного сопротивления сдвигу 2Кс, учетом упругого сплющивания рабочих 
валков и наличие зоны упругого восстановления [1–3] составили полный алгоритм по инже-
нерному математическому моделированию энергосиловых параметров процесса горячей 
прокатки относительно тонких полос с учетом более реального характера распределений 
граничных условий очага деформации. 

В качестве примера результатов численной реализации зависимостей (13), (17), (19) 
и (23) на рис. 3 представлены расчетные распределения текущих хn  и среднеинтегральных 

n  по длине очага деформации значений коэффициента напряженного состояния металла, 

а также результаты их сопоставления с аналогичными распределениями, полученными при 
тех же исходных данных на основе метода полей линий скольжения [3, 5]. Из анализа пред-
ставленных результатов следует, что качественно расчетные распределения, полученные на 
основе предложенной методики и на основе метода полей линий скольжения полностью со-
ответствуют друг другу. Количественно среднеинтегральные оценки n , предоставляемые 

зависимостями (19) и (23) несколько превышают аналогичные оценки, полученные автором 
работы [5], что обусловлено отличием среднеинтегральных по высоте очага деформации 
значений касательных компонент девиатора напряжений и аналогичных значений, имеющих 
место непосредственно на контактных поверхностях. Вместе с тем степень указанного несо-
ответствия в относительном измерении не превысила 5 %, что подтверждает правомерность 
использования рассмотренных в рамках данной работы теоретических решений. 
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